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Cadeias de Markov a tempo discreto 

Pressupostos de aplicabilidade: 

 É possível identificar todos os estados (mutuamente exclusivos) em que indivíduos 
ou outros entes de interesse podem estar em cada momento. 

Exemplos:  
•categoria na carreira de um docente de ensino superior (Assistente, Prof. 
Auxiliar, Prof. Associado, …);  
•situação no final do ano de um aluno de 3.º ciclo (inscrito no 7.º ano, inscrito no 
8.º ano, inscrito no 9.º ano, concluiu o 3.º ciclo, abandonou os estudos)  

 A avaliação do estado em que se encontra o ente/indivíduo é feita de forma 
discretizada no tempo e não de forma contínua (ano a ano, mês a mês, de dois em 
dois anos, etc.) 

Exemplo:  
•Estado do tempo às 15 horas de cada dia em Lisboa (Sol, Nublado, Chuva)  

 A probabilidade da cadeia se encontrar no estado A num certo instante n só 
depende do estado em que se encontrava no instante n-1 e não do estado em que 
se encontrava em instantes anteriores ao instante n-1. 

  As probabilidades de transição mantêm-se ao longo do tempo.  



Exemplo de aplicação: situação final do aluno no 
3.º ciclo 

O 3.º ciclo tem 3 anos (7.º ano, 8.º ano e 9.º ano). Um aluno que entre no 7.º ano no 
ano letivo  n poderá assumir 3 “estados” distintos no início do ano n+1:  
Estado “7” se não transitar de ano 
Estado “8” se transitar para o 8.º ano 
Estado “a”  se abandonar o sistema de ensino 
 
Um aluno que esteja no 8.º ano no início do ano letivo n, poderá assumir no ano n+1 
os seguintes estados: 
Estado “8” se não transitar de ano 
Estado “9” se transitar para o 9.º ano 
Estado “a”  se abandonar o sistema de ensino 
 
Um aluno que esteja no 9.º ano no início do ano letivo n, poderá assumir no ano n+1 
os seguintes estados: 
Estado “9” se não transitar de ano 
Estado “c” se concluir o 3.º ciclo 
Estado “a”  se abandonar o sistema de ensino 
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Matriz de probabilidades de transição 

7 8 9 a c 

7 P77 P78 0 P7a 0 

8 0 P88 P89 P9a 0 

9 0 0 P99 P9a P9c 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

A matriz P designa-se por matriz de probabilidades de transição a 1 passo. 
Escolhido um aluno ao acaso, esta matriz dá as probabilidades de ele transitar 
de um dos estados identificados na coluna da esquerda para um dos estados 
identificados na linha de topo. 
Os estados 7, 8 e 9 são estados transientes e os estados “a” e “c” são estados 
absorventes. 

P= 



Exemplo ilustrativo 

7 8 9 a c 

7 0,08 0,90 0 0,02 0 

8 0 0,12 0,83 0,06 0 

9 0 0 0,16 0,10 0,74 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

Na primeira linha da matriz temos a taxa de retenção no 7.º ano (0,08 ou seja 8%), 
a taxa de transição para o 8.º ano (90%) e a taxa de abandono logo no 7.º ano (2%). 
As restantes probabilidades que figuram na matriz interpretam-se de forma 
análoga. 
Notas: ao aplicar este modelo estamos a admitir que um aluno repetente tem igual 
probabilidade de transitar de ano ou de concluir o 3.º ciclo que qualquer dos seus 
colegas.  

P= 



Probabilidades de transição a 2, 3 ou mais 
passos 

Recorde-se que o objetivo deste modelo é estimar a percentagem de 
alunos que, tendo iniciado o 3.º ciclo num determinado ano, o venham 
a terminar daí a 3, 4 ou mesmo mais anos. Assim, dado um aluno que 
no ano n está no estado “7” (7.º ano), interessa conhecer a 
probabilidade de ele se encontrar no estado “c” (concluiu) no ano n+3, 
no ano n+4, …, no ano n+k. 
 
Da teoria das cadeias de Markov, sabe-se que multiplicando a matriz P 
por ela própria se obtêm as probabilidades de transição a 2 passos. 
Mais geralmente, multiplicando a matriz P por ela própria k vezes 
obtém-se a matriz Pk que nos dá as probabilidades de transição de cada 
estado “A” para cada estado “B” em k passos. 
 



Porquê multiplicar a matriz P por si própria? 

Retomemos o exemplo da matriz de transições no 3.º ciclo e admita-se que se 
escolhe um aluno ao acaso do 8.º ano. Qual a probabilidade de ele estar no 
estado “a” (abandonou) daí a 2 anos? 
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A probabilidade de chegar a “a” 
nos 2 passos partindo do “8” 
obtém-se multiplicando  as 
probabilidades dos caminhos 
“em série” e somando os valores 
obtidos. 
 
Ora, na matriz P2, o valor da 
célula “8a” obtém-se 
multiplicando a linha do “8” na 
matriz P, que tem os valores  
(0, p88 , p89 , p8a , 0) 
pela coluna do “a” na mesma 
matriz P, que tem os valores   
(p7a , p8a , p9a , 1, 0) 



Exemplo: probabilidades a 2 passos 

7 8 9 a c 

7 0,0064 0,18 0,747 0,0756 0 

8 0 0,0144 0,2324 0,1502 0,6142 

9 0 0 0,0256 0,116 0,8584 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

P2 = 

Esta é a matriz de probabilidades de transição a 2 passos. A percentagem 85,84% 
no final da linha do “9”, por exemplo, dá-nos a probabilidade de um aluno que 
estava no 9.º ano no ano letivo n se encontrar no estado “c” (concluiu) no ano 
n+2 (engloba os que concluíram no ano n+1 com os que só concluíram em n+2). 
Na primeira linha o estado “c” continua a 0 pois um aluno que estivesse no 7.º 
ano no início do ano n não pode estar no estado “c” no início do ano n+2. 



Exemplo: probabilidades a 3 passos 

7 8 9 a c 

7 0,000 0,027 0,269 0,161 0,553 

8 0 0,002 0,049 0,174 0,786 

9 0 0 0,004 0,119 0,877 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

P3 = 

Atente-se para a primeira linha. Ela dá-nos a probabilidade de um aluno se 
encontrar  em cada um dos estados após 3 anos desde o início da frequência 
do 3.º ciclo: 26,9% é a probabilidade de estar no 9.º ano, 16,1% de ter 
abandonado, 55,3% de ter concluído o curso em 3 anos e 2,7% é a 
probabilidade de ainda se encontrar a frequentar o 8.º ano. 



Exemplo: probabilidades a 4 passos 

7 8 9 a c 

7 0,000 0,004 0,066 0,189 0,752 

8 0 0,000 0,009 0,179 0,823 

9 0 0 0,001 0,119 0,880 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

P4 = 

Na matriz P4, a primeira linha dá-nos a percentagem de alunos em cada um dos 
estados após 4 anos desde o início da frequência do curso: 0,4% ainda estariam 
no 8.º ano, 6,6% estariam no 9.º ano, 18,9% teriam abandonado e 75,2% 
teriam concluído o 3.º ciclo.  
Calculando potências mais elevadas da matriz P vamos atingir uma situação de 
estabilização onde os únicos estados com probabilidades não nulas são os 
estados “a” e “c”. 



Exemplo: situação limite 

7 8 9 a c 

7 0 0 0 0,197 0,813 

8 0 0 0 0,180 0,831 

9 0 0 0 0,119 0,881 

a 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 1 

P∞ = 

De acordo com este exemplo que temos vindo a analisar, dos alunos que 
iniciam o 3.º ciclo, 81,3% concluem-no e 19,7% abandonam-no antes de o 
terminarem. 
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Enquadramento 
• O Modelo Markoviano foi aplicado aos dados recolhidos do 

programa MISI do ano letivo 2013/2014. 

      - Amostra  
• Os alunos do 1.º, 2.º e 3.º ciclos do ensino básico regular e os 

alunos do ensino secundário (cientifico-humaniscos).  

- Variáveis em estudo 
• Taxa de conclusão no último ano de cada ciclo de estudos (Ensino 

Básico - regular e Ensino Secundário – Curso cientifico-
humanístico) 

• Risco de Abandono 

• Taxa de conclusão a longo prazo 

 •  Utilização das potencialidades do programa Excel em conjugação 
com o programa Visual Basic e Access 



Objetivo – Modelo Markoviano 
• Prever a evolução das variáveis em estudo - taxa de 

conclusão no último ano do ciclo de estudos; taxa de 
risco de abandono e taxa de conclusão - a longo prazo. 

 

• Efetuar uma previsão de resultados nos três domínios 
(taxa de conclusão no último ano do ciclo de estudos; 
taxa de risco de abandono e taxa de conclusão) para cada 
UO, para cada região e de âmbito nacional.  

 

• Simulação da evolução coortal1, partindo do pressuposto 
que as condições de contexto não sofrem alterações. 

 

    «Em Estatística, coorte é um conjunto de pessoas que tem em comum um evento que se 
deu no mesmo período.» 

Retirado da world wide web, em 06/04/2015: http://pt.wikipedia.org/wiki/Coorte_(estat%C3%ADstica) 

 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Coorte_(estat%C3%ADstica)


Dados auxiliares 

Tabelas Auxiliares – Dados Recolhidos do programa MISI do ano 
letivo 2013/2014 



Id1 = (idUO x 10 + ano) 

Ano de escolaridade: 1, 2, 
3 ou 4 para o 1.º ciclo 

Tabelas Auxiliares 



Operacionalização 

• Matrizes 

Matriz das 
probabilidades de 
transição – 
estimação pontual 
da probabilidade 
considerando a 
população do 1.º 
ciclo no ano 
2013/2014.  

Fonte: MISI  

Dados de cada 
Unidade 
Orgânica 

Primeira iteração – 
estimativa dos 
valores da 
probabilidade após 
um ano para a 
coorte de alunos 
considerada 
inicialmente 

Fórmula de identificação da UO com base em 
dados constantes de tabelas auxiliares 



Fórmula de 
cálculo de cada 
probabilidade 
recorrendo a 
dados ordenados 
em tabelas 
constantes de 
folhas diferentes 

Coluna auxiliar para facilitar a designação de cada entrada da UO tendo em conta o ano 
de ensino (multiplicação do ID da UO por 10 e soma do ano, para identificação do ano 
da UO em estudo. Esta identificação é utilizada na fórmula de cálculo da estimação 
pontual da probabilidade da coorte de alunos desse ano de ensino) 



Iterações (Modelo Markoviano – 4 paços) 
 

P∞  P4 para o 1.º ciclo 

 

As probabilidades tendem a 
estabilizar após a 4.ª iteração 

•   Estimativa efetuada por unidade orgânica e por ciclo de ensino 



• Fazendo a agregação dos dados o estudo anterior pode ser replicado por 
Regiões do país e de âmbito Nacional 



Levantamento de possíveis casos críticos 

Código de cores na estimativa 
da taxa de conclusão (1.º ciclo): 
 
Verde - valores superiores à 
média. 
Amarelo -  valores entre a 
média e o Q1.  
 Vermelho -  valores inferiores 
ao Q1. 
 
Preto - os valores superiores a 
Q3 + 1,5 (Q3-Q1) e inferiores a 
Q1 - 1,5 (Q3-Q1) para a 
identificação de unidades 
orgânicas “candidatas a 
outliers”. 
 
Nota:  
1.º Quartil – Q1 
3.º Quartil – Q3 

As estimativas dos parâmetros taxa de 
conclusão no ano terminal, taxa de conclusão 
e taxa de risco de abandono foram sinalizadas 
com um código de cores. 



Os Semáforos aplicados aos dados finais permitem a identificação de situações críticas  
e de candidatos a outliers nos domínios: Risco de Abandono; Taxa de conclusão no 

último ano do ciclo e a tendência da Taxa de conclusão (P∞ )  

Levantamento de possíveis casos críticos 

UO candidata a 
outlier na taxa de 

risco de abandono 
no 9.º ano 

As cores dos 
Semáforos variam 

em função da 
média, do Q3 e dos 

candidatos a outliers 



 

• A metodologia aqui apresentada permite fazer estimativas de qual a 
proporção de alunos que concluem um ciclo/oferta formativa entre os que 
iniciam esse ciclo/oferta formativa.  

• O período de referência para as estimativas pode ser a duração n de 
referência do ciclo/oferta formativa (obtendo-se, por exemplo, a estimativa 
da taxa de conclusão no tempo) ou n+1, n+2, … É mesmo possível estimar, 
simplesmente, a proporção de conclusões/abandonos independentemente 
de qual o período de tempo até que tal ocorra. 

• A aplicação do modelo de cadeia de Markov pressupõe que as condições 
existentes no ano de partida se mantêm inalteradas ao longo do tempo. 
Assim sendo, as estimativas para os anos terminais representam uma 
previsão daquilo que poderá acontecer, caso as condições iniciais se 
mantenham inalteradas ao nível das variáveis de contexto (socioeconómico, 
familiar e pedagógico da coorte) e das políticas educativas. 

Resumo integrado: principais características da 
metodologia 



 

 

• O modelo, na situação real, foi aplicado a todas as escolas públicas de 
Portugal Continental.  

• O tratamento de dados foi efetuado por unidade orgânica – agrupamento de 
escolas/escolas não agrupadas – para todas as turmas do ensino regular nos 
três ciclos do ensino básico e para as turmas dos cursos cientifico-
humanísticos no ensino secundário. 

• Os indicadores de base para as estimativas das probabilidades associadas a 
cada estado foram as taxas de transição entre “estados”, nomeadamente as 
taxas de transição entre anos, as taxas de retenção, as taxas de conclusão 
do ciclo/oferta formativa e as taxas de risco de abandono, tomando como 
ponto de partida os dados da MISI referentes ao ano letivo 2013/2014. 

Resumo  integrado: indicadores de base na aplicação 
ao caso real 



 

 

 

• O modelo considera o risco de abandono como “estado absorvente”, o que 
significa que todo o aluno que entre neste estado, não transitará para outro. 
Em termos reais, o modelo assume que um aluno em situação de risco de 
abandono num determinado ano letivo, abandonará o seu percurso escolar 
sem que volte a retomá-lo, o que não espelha a realidade (existem alunos 
sinalizados por risco de abandono que posteriormente retomam seu 
percurso escolar).  

• A premissa considerada no modelo – risco de abandono como “estado 
absorvente” - possibilita realizar uma estimativa para um contexto real na 
sua situação mais critica, resultando por isso, numa mais-valia ao nível do 
planeamento de medidas preventivas nesta área. 

 

“Risco de abandono” – estado absorvente  



 

 

 

• Aos dados considerados no ano de partida (2013/2014) foi aplicado um 
número de iterações correspondente à quantidade de anos de duração de 
cada ciclo de estudos.  

• No final das respetivas iterações observa-se uma simulação da evolução da 
situação escolar da coorte e, por conseguinte, uma estimativa das taxas de 
conclusão e das taxas de risco de abandono para os anos terminais de ciclo 
(4.º ano, 6.º ano e 9.º ano) no ensino básico e para o 12.º ano do curso 
cientifico-humanístico. 

 

 

Resumo integrado: implementação da metodologia 



 

 
• As estimativas referentes às taxas de conclusão e taxas de risco de 

abandono nos anos finais do ciclo de estudos foram reunidas numa única 
tabela, de modo a permitir a definição de um código de cores para a 
identificação de unidades orgânicas cujos valores das taxas (tomados em 
conjunto) se afastam demasiado do padrão médio e, por isso, são 
“candidatas a outliers”.  

• Esta sinalização faculta um levantamento das unidades orgânicas cuja 
ausência de uma intervenção precoce, poderá originar, a médio prazo, 
valores críticos nas taxas estudadas.  

• De notar que os casos críticos sinalizados como outliers estão em 
conformidade com o conhecimento empírico que se detém da realidade de 
cada uma das unidades orgânicas. 

• O modelo permite, desta forma, identificar as unidades orgânicas detentoras 
de situações passíveis de se tornarem mais críticas a médio prazo, servindo 
desta forma, de suporte à implementação do planeamento de medidas 
promotoras da melhoria interna das escolas. 

Resumo integrado: instrumento de sinalização de 
alertas 


